1. Nota

Una manera de dar una interpretacion geométrica de las soluciones
generales y particulares es la siguiente. Considera la ecuacion diferencial
y'y + x = 0 cuya solucién general es y% + x2 = C?. Si graficamos esta
solucion para diferentes valores de C el resultado sera una familia de
circunferencias concéntricas centradas en el origen como las mostradas en la
figura. Este tipo de curvas son llamadas curvas solucion o familia
uniparameétrica de soluciones.

Para este caso, la representacion geomeétrica de la solucion particular con
C = 3,esdecir y* + x? = 9, se muestra en color azul.

—X
y=1+JC2—x%, y' =
V(% — x2




ecl v+ x2=1 =
ec2 y:+ x*2=4

ecd v+ x2=9

ecd v2+ x*= 16

ech y? + x*=2h

+ © 06 0 O O

Entrada...

2. Problema de valor inicial: ejemplo Mediante el método de separacion de

: . : ., d
variables, sera posible calcular |a solucion general de ﬁ = 2y, la cual es

y = Ce?*; Vx € (— 00, 0).



Esta expresion genera toda una familia de curvas solucién, sin embargo,
supongamos que estamos interesados Unicamente en aquel elemento de la
familia que pasa por el punto (0,3), es decir, que satisface la condicién
y(0) = 3. Sustituyendo esta informacion en la solucion general, obtenemos
C = 3:Entonces, la solucion particular que estamos buscando es

y = 3e**
Si ahora hacemos que la curva solucién pase por el punto (1, —2), es decir
que satisface la condicién inicial y(1) = —2, tenemos —2 = Ce?; tenemos

que C = —2e?
La nueva solucidon condicidon inicial es:
y = _Ze—ZBZx — _ZeZ(x—l)
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3.Nota

Intervalo de definicion: No es posible considerar una solucion de una
ecuacion ordinaria sin pensar al mismo tiempo en un intervalo. El intervalo
dependera de la ecuacion y de la solucidn. Este intervalo puede ser abierto
(a, b), unintervalo cerrado [a, b], un intervalo infinito (a, « ), etc...



Ejemplo
_ » y' — tan x J
Consideremos la ecuacidn
Pregunta: jCuadl es el dominio de definicion de la ecuacion?
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La ecuacidon esta definida en todos los puntos del plano xy, excepto en

aquellos puntos donde = es un miltiplo de w/2 y es continua en los

intervalos
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Puesto que tan x es continua en I, al integrar se obtiene la solucidén general de
la ecuacion diferencial

y =g(x) =—In|cos(x)| +c



HBy=—Injcos 2| @ <
By = —lnjcos 2| @ ‘
+1

By = —Inj|cos | @ 2
+ 3
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4.Nota La continuidad de una funcidn f garantiza que

y=fx)eoy= jf(x)dx + ¢, C una constante

5.Ejemplo. Consideremos la siguiente ecuacién xy’ + y — yln(xy) = 0.
¢Dominio de la ecuacion? El Dominio esta definido solamente cuando x y y
son ambos positivos o ambos negativos.
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Compruebe que y = ;ecx, es solucién de la ecuacién
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Existencia y unicidad de un problema de valor inicial

Recordemos que un problema de valores iniciales de primer orden y segundo
orden los podemos colocar de la forma

Para un problema de valores iniciales de la forma

{y’ = f(x,¥)

V(e =y con (x,,y,) € Dom f (2)

Existencia: ¢ La ecuacién diferencial y' = f(x, y)) tiene solucion (es)?
dAlguna de las curvas solucién contiene el punto (x,, vy )?

Unicidad: ¢ En gué momento podemos estar seguros de que existe
Solo una curva solucién que contiene al punto (x,, ¥ )?







Ejemplo
Consideremos el problema de valor inicial

1/2

y = a3y y(zo) = Yo

Al hacer el analisis vemos que
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dy  2yl/2
estas funciones son continuas en la mitad del plano superior definido por
y > 0.

flz,y) =27y

A
.(mu,yu) = por el TEU el (PVI) tiene solucién unica
__________________ -
.
(zo,vy0) = en este caso el TEU no garantiza nada.




Problema de valor inicial (PVI):

( dy B 2
 dt  t?
\ y(tﬂ) — Yo

Tenemos que

,12

@ f(t,y) = —‘;—2 es continuaen D =R\ {0} xR

af(t.1 21
) f( Y) — Y e continua en D =R\ {0} xR
oy t2
El Teorema de existencia y unicidad (TEU) permite concluir que para
cualquier (to,%0) con tg # 0 hay un intervalo centrado en tg en el que el

PVI tiene soluciéon unica. Para el caso tg = 0 el teorema no afirma nada.




Las condiciones del teorema son suficientes pero no necesarias. Esto significa
que cuando f (x,y) y df /0y son continuas en una regidn rectangular D, debe
siempre seguir que existe una solucidon de la ecuacion (2) y es Unica siempre
que (xg,yo) Sea un punto interior a D. Sin embargo si las condiciones
establecidas en |a hipdtesis del teorema no son validas, entonces puede ocurrir
cualquier cosa: el problema de la ecuacion (2) puede tener una solucién y esta
solucion puede ser Unica o la ecuacion (2) puede tener varias soluciones o
puede no tener ninguna solucion.



Considerando el PVI
y =22 y(0)=0

Tenemos que

o f(z,y) = 23y"? es continua en el semiplano y > 0
(’)f 23
> oy T oyl

el teorema de existencia y unidad no garantiza nada, en el sentido que es
posible que el PVI no tenga ninguna solucién, tenga una lnica o tenga
infinitas soluciones.

Se puede probar que las dos funciones (distintas) dadas a continuacién son
soluciones del PV|

es continua en el semiplano y > 0




e Ejemplo
Determine una regién del plano xy para el que la ecuacién diferencial
deba tener una solucidn unica cuyas graficas pasen por el punto
(x9,Y0 ) enlaregiom

y _ —
: dx Xy
f(x,y) = ,/xy, Es continuaen D; = {(x,y):xy = 0}
={(%,¥),%xy=20Vx,y<0
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D={(y):xy=20y#0}={(x,y),x=0,y>0Vvx<0y<0}.
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flx,y) = %, es continuaen D; = {(x,y):x,y € R x # 0}

of 1

dy «x



D={(y)x,yeERx#0}={(x,y):yeRx<0Vx >0}

. (y—x)y' =y +x, Z];:ii;c
D; ={(x,y):y # x}
of 1y —x)—1(y +x)
dy (y —x)?
of y—x—-y—x  —2x
dy  (y—x)?2  (y—x)?
D={(xy)ry+x}={(xy)ry<xVy>x}







